
Poznámky a p°íklady. 1. (lemma o obcházení pólu) Nech´ f má v bod¥ a
pól násobnosti 1, 0 ≤ α < β ≤ 2π a γρ : [α, β] → C, 0 < ρ < r je
de�nována jako γ : t 7→ a+ ρeit. Potom

lim
ρ→0+

∫
γρ

f = (β − α)i.

2. (Jordanovo lemma) Nech´ R > 0 a f je spojitá vzhledem k mnoºin¥ A =
{z ∈ C : Im(z) ≥ 0, |z| ≥ R}, κ ≥ 0 a γρ : [0, π] → C, R < ρ je
de�nována jako γρ : t 7→ ρeit. Ozna£me

Mρ = max{|f(z)| : z ∈ 〈γρ〉}

Nech´ platí aplespo¬ jedna z podmínek

� κ = 0 a ρMρ → 0, ρ→∞,

� κ > 0 a Mρ → 0, ρ→∞,

potom lim
ρ→∞

∫
γρ

eiκzf(z) dz = 0.

Analogické tvrzení platí i pro dolní polorovinu.

3.
∫ ∞
−∞

1

1 + x6
dx =

2

3
π,

4.
∫ ∞
−∞

1

1 + x3
dx =

π√
3

(pozor, integrál existuje jen ve smyslu hlavní hod-

noty).

De�nice 1 (singularity a reziduum v nekone£nu). �íkáme, ºe komplexní funkce
f má v nekone£nu

� izolovanou singularitu, pokud f ∈ H(U(0, r,∞)) pro n¥jaké r > 0

� odstranitelnou singularitu, pokud má f( 1
z ) odstranitelnou singularitu

v 0,

� pól násobnosti n, pokud má f( 1
z ) pól násobnosti n v 0,

� podstatnou singularitu, pokud má f( 1
z ) podstatnou singularitu v 0.

Má-li f v nekone£nu izolovanou singularitu, potom de�nujeme reziduum f
v nekone£nu jako

Res(f,∞) = − 1

2πi

∫
γρ

f(z) dz,

kde γρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π] a ρ > 0 dostate£n¥ velké (podle Cauchyovy v¥ty
víme, ºe hodnota nebude záviset na ρ).

Poznámky a p°íklady. 1. Je-li
∑∞
−∞ cnz

n Laurentova °ada f na U(0, r,∞),
potom Res(f,∞) = −c−1.

1



2. Platí Res(f,∞) = −Res

(
f

(
1

z

)
1

z2
, 0

)
.

3. Je-li f ∈ H(C \ {a1, . . . , an}) potom Res(f,∞) +

n∑
k=1

Res(f, ak) = 0

4. N¥které integrály spo£ítáme snadn¥ji s pouºitím rezidua v∞ -
∫
γ

z6

1 + z7
dz =

2πi, kde γ(t) = 3eit, t ∈ [0, 2π].

Teoretické d·sledky Cauchyova vzorce a Caychyovy v¥ty

V¥ta 2 (Liuvillova v¥ta (zobecn¥ná)). Nech´ f ∈ H(C), N ∈ N a existuje
C > 0, ºe max|z|=R |f(z)| ≤ CRN , R > 0, potom f je polynom stupn¥ nejvý²e
N . Speciáln¥, je-li |f | omezená na C, potom je f konstantní na C.

V¥ta 3 (základní v¥ta algebry). Nech´ P je polynom stupn¥ alespo¬ 1, potom
P má ko°en v C.

V¥ta 4 (o jednozna£nosti pro holomorfní funkce). Nech´ Ω ⊂ C je oblast,
f, g ∈ H(Ω) a N = {z ∈ Ω : f(z) = 0}, M = {z ∈ Ω : f(z) = g(z)}. Potom

1. má-li N v Ω hromadný bod, potom f = 0 na Ω,

2. má-li M v Ω hromadný bod, potom f = g na Ω.

Reformulací Cauchyova vzorce pro kruh dostaneme tzv. v¥tu o pr·m¥ru: je-li
f ∈ H(Ω), z = a+ bi ∈ Ω a U(z, r) ⊂ Ω, potom

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f̃ ds,

kde f̃(x, y) = f(x+iy) a γ(t) = (a+r cos t, b+r sin t) (integrál napravo chápeme
po sloºkách jako k°ivkový integrál 1. druhu), otdud jiº snadno dostaneme:

V¥ta 5 (princip maxima modulu). Nech´ f ∈ H(Ω) a |f | nabývá globálního
maxima vzhledem k Ω. Potom f je konstantní na Ω.

V¥ta 6 (Morerova (pro obdélníky)). Nech´ Ω ⊆ C je otev°ená a f je komplexní
funkce spojitá na Ω. Nech´ navíc platí∫

γ

f = 0,

kdykoliv je γ uzav°ená prostá a po £ástech C1 a 〈γ〉 ⊂ Ω je obdélník. Potom
f ∈ H(Ω).

Poznámky a p°íklady. 1. Morerova v¥ta platí i pro jiné systémy k°ivek
neº obdélníky (trojúhelníky, uzav°ené po £ástech C1 k°ivky).

2. Jedním z d·sledk· Morerovy v¥ty je následující v¥ta o nalepování: nech´
Ω ⊆ C je otev°ená, f je spojitá na Ω a p je p°ímka. Pokud f ∈ H(Ω \ p),
potom f ∈ H(Ω).
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