Poznamky a priklady. 1. (lemma o obchdzeni polu) Necht f md v bodé a
pol ndsobnosti 1, 0 < oo < B < 2man, : [a,B] = C, 0 < p < r je
definovdna jako vy : t — a + pe't. Potom

lim / f=(p—- i
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2. (Jordanovo lemma) Necht R > 0 a f je spojitd vzhledem k mnoZiné A =
{ze C: Im(z) >0,|z|] >R}, k >0a~,:[0,71] - C, R<pje
definovdna jako v, : t — pe'. Oznacme

M, = max{|f(z)| : = € (7,)}
Necht plati aplespofi jedna z podminek
e k=0apM,— 0, p— oo,
e x>0aM,—0, p— o0,
potom lim / e Zf(2)dz = 0.
p—>00
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Analogické tvrzeni plati i pro dolni polorovinu.
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4. / 157 dr = % (pozor, integrdl existuje jen ve smyslu hlavni hod-
o x
noty).

Definice 1 (singularity a reziduum v nekoneénu). Rikdme, Ze komplexni funkce
f md v nekonecnu

e izolovanou singularitu, pokud f € H(U(0,r,00)) pro néjaké r > 0

o odstranitelnou singularitu, pokud md f(1) odstranitelnou singularitu
v 0,

e pol ndsobnosti n, pokud md f(%) pol ndsobnosti n v 0,
e podstatnou singularitu, pokud md f (%) podstatnou singularitu v 0.

Ma-li f v nekonecnu izolovanou singularitu, potom definujeme reziduum f
v nekonecnu jako

Res(f, ) = —L/ f(z)dz,
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kde ~,(t) = pe', t € [0,27] a p > 0 dostatecné velké (podle Cauchyovy véty
vime, Ze hodnota nebude zdviset na p).

Poznamky a pi¥iklady. 1. Je-liy.™ ¢,2" Laurentova iada f na U(0,r, co),
potom Res(f,00) = —c_1.



2. Plati Res(f,00) = — Res (f (i) 212,0)

3. Je-li f € H(C\{ay,...,an}) potom Res(f,00) + > _Res(f,a) =0
k=1
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4. Nékteré integrdly spocitame snadnéji s pouZitim rezidua v oo - /
.

2mi, kde y(t) = 3e™, t € [0, 27].

Teoretické disledky Cauchyova vzorce a Caychyovy véty

Véta 2 (Liuvillova véta (zobecnénd)). Necht f € H(C), N € N a existuje
C >0, Ze max|;—g |f(2)| < CRYN, R > 0, potom f je polynom stupné nejuyjse
N. Specidlné, je-li |f| omezend na C, potom je f konstantni na C.

Véta 3 (zékladni véta algebry). Necht P je polynom stupné alespoti 1, potom
P md koten v C.

Véta 4 (o jednozna¢nosti pro holomorfni funkce). Necht Q@ C C je oblast,
fLbge HR) a N={2€Q: f(z) =0}, M ={2€Q: f(z) =g(z)}. Potom

1. md-li N v Q hromadny bod, potom f =0 na €,
2. md-li M v Q hromadnyg bod, potom f = g na Q.

Reformulaci Cauchyova vzorce pro kruh dostaneme tzv. vétu o pruméru: je-li
feHQ),z=a+bieQalU(z,r)CQ, potom

1 _
1) = g7 | o

kde f(z,y) = f(z+iy) ay(t) = (a+7cost,b+rsint) (integral napravo chapeme
po slozkach jako kiivkovy integral 1. druhu), otdud jiz snadno dostaneme:

Vé&ta 5 (princip maxima modulu). Nech? f € H(Q) a |f| nabgvd globdlniho
mazima vzhledem k Q. Potom f je konstanini na 2.

Véta 6 (Morerova (pro obdélniky)). Necht Q2 C C je oteviend a f je komplexni
funkce spojitd na Q2. Necht navic plati

szm

kdykoliv je v uzaviend prostd a po éistech C1 a (y) C Q je obdélnik. Potom
f e H(Q).
Poznamky a ptiklady. 1. Morerova véta plati i pro jiné systémy kiivek
neZ obdélniky (trojihelniky, uzaviené po cistech C* krivky).
2. Jednim z dusledki Morerovy véty je ndsledujici véta o nalepovdni: necht

Q C C je oteviend, f je spojitd na Q a p je piimka. Pokud f € H(Q\ p),
potom f € H(Q).



